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Š 1. 


Wir wollen zuerst mit einigen allgemeineren Betrachtungen anfangen. 


1. Es bedeute Eat eine in Bezug auf z ganze Funktion r’ten Grades 
mit ganzen Koeffizienten und ferner o eine reelle Wurzel derselben 
Funktion, so dass also 


Fi)=0 


Wir können dann immer solche ganzen Funktionen A(x) und Bi) 
finden, dass 


oA (x) — Ba) = (z—g)"*' а) FN 


wo k(x) eine ganze Funktion von z wird, wenn n eine beliebige ganze 
Zahl bezeichnet. 

Hat nun ai nicht zwei Wurzel, die einander gleich sind, so müssen 
solche ganzen Funktionen C(«) existieren, dass 


хА(0 — Бо) = C,(x) Fo» 
aA (0) — Bø = (010 FM) | . (2) 
cA c) — pO") = О, (x) Fix) | 


Wenn umgekehrt А und В den Gleichungen (2) Genüge leisten, dann 
genügen sie auch der Gleichung (1). 
Man erhalt 


До = О, Pa) — [O (z) — C, (0)] Fw 
Ва) = 2A) — Colo) б) 
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Aus (2) erhalten wir ferner 


d? d = n 
E [0,8] —2 4- [OF] + GF | 
d? d RT 
da? [СШ a2 er [CF] + GF cs 
x [Cn- НЕ z [Оз 1F]+ С, = 0 | 
oder 
d? 20 d 6; 
us O71—?3,l6.F]* GF = 0 | 
d? d? Ee 
2-554 [021—3 gg (UO F1+ GF — 0 eren 
d? 2n—1 
(an —1) —— a [0, F] — 2n qm [CF] + Can = 0 
oder 
Å 10,0] = 4+ ОЕ 
= 24 + GF 
da [Co Е] 24 + Ca С 
a : 
que [C.F] = an de + Cy, E 
( 


2. Wir stellen uns nun die Aufgabe, ob es möglich ist, solche nur 


von n abhängige Grössen k, und solche in Bezug auf z ganze Funk- 
tionen mit rationalen Koeffizienten 


A Б) А) B®) 


und Trei, wo Y vom Grade + ist, zu finden, dass, wenn man die Funk- 
tionen Am(%) und Bq) durch die Gleichungen 


An+ı = kn Y: n— F? Ani 


К . (6) 
d Zeen? = kn Y B, — F? B, 4 


eh VM 


YAN 


ыы қамыға A ADN 
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definiert hat, dann wire 
oA, — B, = (z—o)"*! R, GT) 


wo Å, eine in Bezug auf x ganze Funktion ist. 
Wir wollen die Bedingungen für die Existenz solcher Funktionen 
herleiten. 


Ist A, eine beliebige ganze Funktion, und 
В, = xA, — НЕ de (8) 
wo H auch eine beliebige ganze Funktion bedeutet, dann erhält man 


0А, — В, E (z— о) В, 


ist. 
Sind U, Out und S( drei ganze Funktionen, die der Gleichung 
20F'— UF” = SF D CO 


Genüge leisten, so bekommt man 


zA,— В, = UF ER 10) 
XA, — B, =(U'+Q)F EE 
А, — B, = (U" +20 + S)F ue s gy 
wenn 
A = UF — ОҒ oss dE) 
В, = 2.4, == UP 
oder 


oA, В, = (2-0) Б, 
Ferner haben wir | 
A; = [U' + ФЕ — [Q + S] F = UF" + U'F' —QF' —Q'F 
bos. Rot) = HO Rei — 4,0 
(15).... 62,0 = 6Qe F'o +3[Q0 - D'al Р" (e) — 200 RT (e) 
GU к. А,В, — А,В, = 4, (4, PH P'H] + A, FH 


¡AA A, B, — А Bi = [Q(U' + 9) — UQ + S)] F° 
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Aus (1) erhalt man endlich 


zA— B = ОҒ | 


028; 
C RE E UE | 
wo die Funktionen U ganze Funktionen sind. 
Es gibt dann solche ganzen Funktionen Q und S, dass 
A = U,F'—Q,F | 
ATTE "oxi 
AV? = Ua. E" — Quo F | 
und 
20,F'— Bk" = SF | 
ag E SU Metro 
20.3 8 О а РА Se Å | 
Ferner müssen hier 
MEERE O TU 
Орау =. GN NC 


Schliesslich wollen wir zeigen, wie man Funktionen U, Q und S 
finden kann, die der Gleichung (9) Genüge leisten. 
Indem J die ganze Funktion gróssten Grades ist, die in jeder der 


beiden Funktionen F’ und F” aufgeht, können wir zwei solche ganzen 
Funktionen C und D bestimmen, dass 


20F'— DP” = T 
oder 
[2 CF SLE IR IDE —2LF]F" = IF 
wo L eine beliebige ganze Funktion von x bedeutet. 
Wir können nun L so wählen, dass der Grad von E in der Gleichung 


DF = 2LF SE 


kleiner als r—1 wird. 


td еі ts ds ds DADA IA A 
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7 
Der Grad von 
CF— LF" = G 
kann dann nicht grósser als r —1 sein. 
Von den zwei Lósungen der Gleichung (9) 
2[G] F" —[E]F" = IF 
und 
2[F"] F' — [2F'] F” = oF 
erhalten wir die neue Lósung 
U = «Е — 28 2 | 
qm 2,5520 
TEE: (23) 
== ol 


Wir haben hier die allgemeinste Lösung. 
Ist nàmlich 


(a) SOR = UR == SP = 3ТЕ 


und 
2GF' — EF" = IF 

indem vorausgesetzt wird, dass F nicht zwei einander gleiche Wurzel 

besitzt, so erhalten wir 

Br 

E? 


2[QE— UG| — = F[sE— U] 


QE — UG ist also durch F teilbar, und man bekommt folglich die 


Lósung (a) wenn wir setzen 
а = 8 
_ 2E— 09 
ENGØ a 
Sind a und b zwei solche ganzen Funktionen von beziehungsweise 
dem Grade r—1 und 7 —2, dass 


bF—aF’ = с 


wo € konstant ist, dann bekommt man die Lósung 


| C tel = (2575 
Еа 
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Man kann z. B. U beliebig wahlen und Q darnach bestimmen. 

Indem FŒ) irreduktibel ist und F und loi also keinen gemein- 
samen Teiler besitzen, werden die Funktionen U und Or am einfach- 
sten auf folgende Weise gebildet. 

Man bestimme zuerst zwei solche — in Bezug auf ж — ganze Funk- 
tionen A(x) und Bia), deren Koeffizienten ganze Funktionen der Koeffi- 


zienten von FŒ) sind, dass 
A(x) F(x) — Bix) F' (0) = w 


wo w eine — von z unabhängige — ganze Funktion Be) E (9) der Koef- 
fizienten von Ё'(® wird. 


Wir erhalten dann die Gleichung 
[pAF" — yF'] F = Je BF" — yF] E + [po] Е" 


oder 


U = 200 
Q = yF —qBF"” 


wo @ und y beliebige ganze Funktionen von z bedeuten. 


3. Aus (6) und (7) geht hervor, dass 


kn YR: na ES i Jes 


(10)? 


aed == Ln... (24) 


Sollen die Funktionen R ganze Funktionen werden, so müssen sie. 
den Bedingungsgleichungen 


Kn YO Ri (e) = [F' OP R40 RES 
kl [YO Rei + Y'O Ryo] = F'O F'O В, 100) + FO) Ria] A. (26) 


genúgen. 


Aus (7) erhalten wir 
gAn — Bn = (e-o) R, 
04, -- B. = (ОМ DR -о) Б, 
oder 


А, В, = Ek Bn === (2 V [— (2n +1) dH An ar (x —Q) dar A, GER Ri An) 
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oder 


An В, == 4, Б, = Na НЕ 940% 16 (97) 


wo MN, eine ganze Funktion von æ wird, wenn jedes R eine ganze 
Funktion ist. | 
| Aus (27) sieht man ein, dass der Grad von A, und В, nicht niedriger 
27 als nr +1 sein kann. i 
Wir erhalten 


an 
— (2n +1) Ry An + (2—0) (Bn A’ RB. An) = Na E? | 020 


< 


oder 
j (2n +1) Kyle) Ano = — NO [Е 0 20 
7 — R,(9) 4,0) = Me) КУ (50) 
Я Setzen wir 
me al) 


Aus (6) und (24) erhält man 


lb der. sc. ki] Y" (9) А,(0) = А, (0) 


VAS Swe TY - w^ T TX 


kalle. ku] Y"(@) Ryle) = [FO] R,(e) 


oder 


k, An) Ru (0) = LÉI eil? 4,0) R,(e) 
oder infolge der Gleichung (29) 
Kn N,@) = — (2n + 1) A, ) Е, (0) 


oder 


kn Mei = (n +1) М, 2212552) 
Wir haben folglich, wenn n beliebig ist 
kn N, (a) = (2n +1) No GO + q, @) Be E ОЗ) 
Po) = D 


Aus (28) erhält man durch Derivation 


2(n-+1) Bisi Anl) + 2n Ryle) And = — [E COP" [m P” (0 Nu + FO Miel 


M.-N. КІ. 
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oder 
[ Fo [nF" (e Ne) + Е' (о) N,G] + 2n R (9) A, (9) 
Nr 2(n + 1) 4,0) 
; [FO [m —1) Е” (0 Np- + FO NI viel + 2(n—1) Ry-1@ An-100 
В,10 = — : D n 
Nach (26) muss folglich für 7 = 0 
IY Hoc ПА == ES Jn Raya — Bnd dee = 
[ES] Saa [n Eg" NM + FN, | + 2n Ra An 5570 
2(n+ 1) А, SAL 
is [ET (nl EUN S E EN DIMUS p 
2n An-ı 
oder 


2n (n ar 1) kai As [F’ TN T REC — Kn ҮЗ Ry] = 
= ES D (— n k, Na + më—1) ka m) + Fink Ni + (041) k, а 8-4)! 
- n? ky В, An + 2(n3 1) ky 1 PER, Ау 


Ferner erhált man aus (6) 


pen km] ү" [YO 449 + (m—1) Y'@ 4,0) 


Also bekommen wir mit Hülfe der Gleichungnn 
Am) = [hy ky..... Kim AË (0 4,0 
[s ds es Ytp е m LES D] ne 


folgende Gleichung, wenn x = o 


an + IAE pa + M (ru + (nt 2) (n —1) Y'A| = 


= F” (n ky N, + (021) 1 Nua) + Fin Nå + (41) hna Nu) 
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oder nach (32) 
F” N, + F'(-nk, Ny + m+ Dk, 4 Nay = 


8 EE |4: E 203 


KERR d 


= 2n(n+1 ЕР Le 
Wie vorher gezeigt ist, hat man 
М0) = — 4,00) В, (9) 
Ist folglich 
410) = Ye) A,( JER (92) 


so muss also für alle Werte von n 


F" N, + Е (nk, N, + (n+ 1) k Nai) = 2 = Pe cvm 
oder nach (33) 
>” Å Pn (о) Pn-1 (0) | A 
nin +1) [220 n 52 
F'(o Nil) — F” No R, (9) zi 
= g Š A o (0) — (о) A, (0) 
EN (o A 2 Y? F' (о) [Y A, 9) 2Y 9 A, d 
oder wenn man q, gleich р gesetzt hat 
F'(0 N; (e) — Е”(о) N, SR pr лы, | 
— = = z ( (0 —2 Y (о) A, (0) cane (Ge 
фо = Fo]: ae For | YO) A, (e Y 9) A, (9)] (39) 
Pro) = ngo (А0) 
Фл (а) = np x) + Y, (a) Fx) MU CEN 
Yow) = 0 


(49).... kal = (2n+1) „© + пф) Fi + y, (2) Fo) 


wo V,(x) eine ganze Funktion wird. 


4. Setzt man 
A, (x) B, (x) — A,G@) Dm = Ww) Fix) o... (43) 
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wo 4, Bo, A, und В, gern ganz beliebige Funktionen bedeuten kónnen, 


so ergibt sich aus (6) 


4,0) B, 110) — 4,1 B, fl = Wn К^ a 
Sind ausserdem die Funktionen N nur durch die Gleichung 
А, В, (z) — 4,0) В„@ = N, Ой FG 


definiert, so besteht die Gleichung 


| 


pae eet m Pet 
| + 
kapı kn 


Б u s N, y? 
= 2[Y' F— YF'| W a. EDI 
Es sei nun vorausgesetzt, dass 


V, 00 


Wir erhalten dann 
I, ka Ма = En Nn = 2N, SF pF 


Der Ausdruck 


М. са Ne Т» Me Naot =< Nn+2 Neos Kin 41 Ni 1 den Na 


ech (e Kai kn m kn kn+1 
(2n+53M+Mm+29F (2n DN Pm l ФЕРЕ  2N,+ oF 
ws M | 2. * 
kn+1 Än+2 kun Kn ky, kn+1 


hängt also nicht von n ab. 


Wir bekommen also, wenn N, nicht durch F teilbar ist und q = 0 


an о 2m a 2 
Кала kn+2 LES La En Is i 


== Co 


end qu 1 
Къа Kny2 (EN ja SES E 


wo с, und с, konstant sind. 
Wir bekommen folglich 


1 i 
kk کک‎ 201 ASI bs (46) 


kn+1 kn+2 
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Soll der genannte. Ausdruck durch 2N, + pF teilbar sein, muss 
Co = 2с, oder 


ay == konst. 


Wir wollen nun annehmen, dass 


oder 
Kn N, (2) = (2n + 1) N,GQ) ec ye) 
Ferner muss hier 


2n+5 27-1 2 
Kata kn+2 1 ky Kn Қаза 


== 20 UOCE 
wo € konstant ist. 


Setzt man N,(x) = Д/о), erhält man nun aus (45) 


N [cF? — Y] = [Y' F — YF]W 


oder 


Y 
г) venae ls 


Hat man 


ka №0) = 5 № 


während N, W und Y der Gleichung (49) und die Grössen Ё der 
Gleichung (48) genügen, dann gilt (47) für alle ganzen positiven Werte 
von n, wenn die Funktionen A und B durch die Gleichungen (6) defi- 


niert sind. 
Aus der Annahme, dass Ф (2) = 0, bekommt man von (39) 
d N 2 00) r , 
2--0 


Aus (45) erhält man ferner für z = 0 


NY = CW а= — Ri As Y 


INY +NY=FW+F"W 
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oder 
Ji (YW! 2Y W) = 2h, PR 
oder 
F'@W') = 2R,@[Y'@ 4,0) — 410) aec (50) 
indem ja 


410) = Y(oA,o 


Aus (50) und den Gleichungen 
Wo = А.) Ute) — Avo Но) 
24,0) = 2F'o[[U'9-- Qo] = 2F' U'o + Р" Uo 
R; = H(o0F'(o-— 4,0 


erhalten wir schliesslich eine Relation zwischen U, A,, H und Y. 
Warez, B: 


4,0) = AG und На = 0 
erhielt man für x — o 
24* Y' = F'[A(U' 4-29) — A'U] v E ROTE 
War hier ausserdem 
AG) = 1 


so ergab sich 


2Y'@) = F'O[U' 0) + 200) 


Yo = Ute Pit — 


BMC 
төзе pey — 


U ® Fe | ANGEL 


== Ao) =. 
E 2 


wenn der Grad von U und Q kleiner als r sein soll. 


Aus (49) und (52) ergibt sich die Bedingungsgleichung 


D mg (p+ шш NS 


indem hier 


N=1 
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Da hier 
k №, 0) = 3N(x) = 3 
erhalten wir nach (17) die zweite Bedingungsgleichung 
© 3 
Q(U-Q-—U(Q ducis e... (54) 
1 
Durch (53) und (54) entsteht endlich die Bedingungsgleichung 
, 9 " 3 
[U' alt — 200) U” (a) = ké 4 = сє 
d 
oder 
DECORE — 90 
oder 
UG) = ал? + Dz + y 2.5150) 


wo а, B und y drei Konstanten bedeuten. 
Nachdem U gewählt ist, können wir Q und S nach (9) bestimmen. 
Die gefundenen Funktionen müssen auch (53) und (54) genügen. 


5. Aus den Gleichungen 
MLB SAB = WE 
OSE ER Bang ee Nake: 
erhalt man 
U PN Bs WP Ба EN aad WA: 
oder 


WA,44 == Masi Anpi + Е№, +1 A, 2235. 9 (56) 


WB, use Ma+ı Bagi + FNn+ıB JUNE 


wo M,+1 eine ganze Funktion von x sein muss, wenn 4,441 und B,41 
relative Primfunktionen sein sollen. 
Durch (6) ergibt sich ferner aus (56), (57) 


ky, [ї(М, +1 == M,)— WY'] LE LASI == N ШЫ У (58) 


— Y [kn N, — kni Nya] + 27" W = [Magi — ace] E ЖОШ) 
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Wir wollen uns mit diesen Andeutungen über die Lósung der oben 


behandelten allgemeineren Frage begnügen. 
In einer anderen Abhandlung wollen wir spater das allgemeine 


Problem eingehender studieren. 
Hier wollen wir bloss die Sache vollstándig erledigen für den spe- 


ziellen Fall, dass 


t‏ کک 


S Il. 


Fo) = x3 — ax — b e (ОО) 


6. Es sei nun 


wo a und b reelle rationale Grössen bedeuten. Ferner wird voraus- 


gesetzt, dass F irreduktibel ist, und dass sie eine reelle Wurzel о besitzt, 
dih: Fo == 0 


Wir setzen jetzt voraus, dass man für jeden ganzen positiven Wert 
von n immer zwei solche in Bezug auf z ganzen Funktionen Р,( und 
Q, (%) mit rationalen Koeffizienten und vom Grade 3n + 1 finden kann, dass 
R49 in der Gleichung 


o Put) — 0,6) = (x—9o)"*! R, (a) KG 


eine ganze Funktion von x wird. 
Der Grad von R,(x muss dann gleich n sein. 


Wir kónnen setzen 
P, == 1 OI = z R (0) = — 1 


Aus (61) erhält man, da F irreduktibel ist 


9n 


D, On — P, Q, (0) = с, Fa) Sou M 
" " anri 
Py) Qn 4-1 (0) — Pay 1 (z) 0,0) = d, Fa) MX) 


wo €, und d, nur von n abhängen und also nicht mit x variieren. 


Aus den Gleichungen (61) und (62) leiten wir die folgende Glei- 
chung ab 


IC Qu Ру, Qn] Un F == Ра Qu+1 E Pus 0,1 Cn 


oder 


Pa (4, FQ, Fi Qn+1] er On [dn КР — Cy AY 


RAR ыы дела Se 


AS, 


KC WEE KR hik AI AAC ÓN. 
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Da nun P, und Q, nicht beide durch ein und dieselbe ganze Funktion 
teilbar sein kónnen, bekommen wir somit 


Cn Pi, G) = d, F(x) Pr) — д, P, (a) TS 


Cn Qn41@) = dy Fla) 0,0) — d, (2) Q, (2) r GER 


wo 0,(%) eine ganze Funktion von z zweiten Grades wird. 


Bezeichnet man durch ф und y beziehungsweise die Koeffizienten 


der höchsten Potenzen von x in P, und d, so wird 


d, (3n + 1) ф = yg 
oder 
9,0 = (3n 1)d,x? + p,c T 9, 2505) 


Durch Integration der Gleichungen (63) und (64) können wir umge- 
kehrt bei passender Wahl von den vier Integrationskonstanten und den 
drei Koeffizienten von д, solche Funktionen P,+; und Q,+1 bestimmen, 
dass sie der Gleichung (61) Genüge leisten, wenn P, und Q, diese Eigen- 
schaft haben. 

Wegen der Gleichungen (2) braucht man nur die genannten Koeffi- 


zienten so zu bestimmen, dass die Gleichungen 
o Pa+ı — Q,41(0 = 0 


richtig werden. 
Verlangt man, dass die Koeffizienten und Konstanten reel sein sollen, 


so brauchen die erwähnten 7 Grössen nur 6 Gleichungen zu genügen. 
7. Der Gleichung (61) wird für den Fall » = 1 und m == 2 befrie- 
digt, wenn wir setzen 
Dia = Зах* + 18023 + 6a?x? + баба + 90° — a? 
Q, = 9bat + 8a?2? + 18abx? + 18b%x + а?) 


В,@ = 9ag? + (3ax— 90 — (9bx + 8а?) 


èo 
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Da = 81abz! + (3780? + 70a?) 9 + 567 a2bz5 + (945 ab? + 704% x* + 
+ (175a3b + 94559) x? + (378 a2b? — 1443) x? + (189 ab? = Tata 
+ (206 — 29a3b? + 18504) 
Q,G) = (16a + 18562) 27 + 878a? bx* + (945 ab? + 112 AA 
+ (94503 + 490 ab) x! + 945 a2 022 + (756 ab3 + 14a%b)x? + 
+ (87855 + 7a5b2)z + (27a2b3 — 2a5 b) 
R (x) = [405abx + 1100313502] på + [8labx? — (10 a3 + 297 р): —10842b]o 


co 13559) т? + 878a2bx + (11244 — 270 ab*)] 


Setzt man 
w = 4 (9702 — 4a?) SIC 
P øy = w 0,0) = от Бо) = —w 
G(x) = 927023 + 18a?2? + 27abx + (270? — 2a?) NU CY 


so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der drei Gleichungen 


Р,о) = (@( P, (z) — F?(x) P,«) 


Qw = G(x) Q, (a) F Q, (x) Саву 

Ga) R, (x) — E = Ri 

Fo) = ---- du c aes 

(x—0) 
Setzen wir 
(Го) = Заа? + 9 bx + a? em n 
erhált man 

xP, (x) — Qi) = Ula) Fæ 2.2.70) 
xP, (a) — Oral = 907 (а) F(a) baa 
P G) = U) F'(x) — U' (z) Pie v cs eA a) 
P(e) = Ue) F" (2) — U" (a) FG) TER E 


0,0) = xP @)— Ule) F(a) 


Y 


DN 


SANA 


2 
=; 
d 
å 
Ç 
» 
2 
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2U'(e) F'(e) = Ule) Е" (о) 


Pe) = Ule) F'( = LI (e)]8 


Pie) = 2U'() F'() = Ul) F"() = [F'OPF" (9) 


2U'() = F’(e) F" (e) 
P(e) = 12U(2) 
Q lei = 2P;(0) 
Oil = $ Qia) 
U' (x) F(x) + G(x) = 2P, (1) 
біз = 2UF" —3U'F 
@'(® U) — 3 U'(2) G(x) = (3 o Fo) 
Glo} = 2P,(e) = ӘТЕ (Әр 
ZU (2) F' (2) — Га) F (7) = 18a Ға) 


U’ (2) F" (x) — U” (0) F' (2) = 6aU (2) 
G (z) = 27h F(x) + 6а Га) + = 


3 
12а U(x) = (Гр =o 


bG’(a) = Е WES 


18 4 


За? F(z) — (ax — 3b) U) = = w 


F' (a) [— 6az2 + 9ba + 402] — FG) [- 18az + 276] 


xP, (z) — 0,00) = Gle) U@) Fe) 


Р,о) = Gla) Ula) F' (2) — (G (z) U’ (z) + w Fo) F(a) 


Wegen (10) und (11) erhält man ferner aus (82) und (83) 


z Pic) — Quo = [24@ U' (2) + G' (z) 000) + o FE) Fo 


..(82) 


. . (83) 


. . (84) 
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Endlich können wir ohne Schwierigkeiten die folgenden Gleichungen 


ableiten 
U(x) P, (x) — 2U' (x) P,(x) = 3 Flo) P,(x) (85) 
Го) Oil — 2U' (z) 0, (2) = 3 F(a) 0,0) M 
Го) Bisi — П (о) Ра) = % F(x) P, (z) 17207 
Um 00-0 (о O = Bw Flo) 0, (о) ECC 


Nachdem man die Gleichungen (85) und (87) mit x multipliziert hat, 
erhält man hieraus die Gleichungen (86) und (88) mit Hilfe von (70), 
(71), (78), (82) und (84). 

Aus (61), (68), (85), (86), (87) und (88) ergibt sich 


Со = 02 
Су = 30 C 
Ca = 35 c? 


Ge Aus (77) und (78) erhalten wir 
G[G-2UF"] = [-3U'F]G = — 2F[$0'G] = — 2F |G U — (3) o F] 
oder 


[47 o] Few) — G*(x) = 2U(2) [G' (&) Fix) — G(x) F'()] TG 


8. Wir wollen nun zeigen, wie man solche nur von n abhàngigen 
Grössen Å, bestimmen kann, dass die durch die Gleichung 


ka GG) Ryle) — [79] R, 1 (0) 


Rr) = 
+1 © (z — о) . RAV ue e (90) 


definierten Funktionen R immer ganze Funktionen werden; wenn R, (x), 
R,(#) und R,(x) die oben erwähnten Werte haben. 


Der Gleichung (61) wird dann genügt, wenn man setzt 
Pilz k, Ga) Pa (e) — F*() P, (x) Sb 


Qn +1) = k,G(e) Ф, (2) — (а) Q, (а) 2... (93) 


` W V =a т 


“ЧЧ? РИШ ЧИР Ж осту Se 


Se. el فة‎ 
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2I 
Nach (45) besteht die Gleichung 
Cn--2 — Cn Cn — Cn- 9 
| et D 4 F (0) — [hen 4.1 Cn41— En On] G2(a) == 
= 20 U(x) [G' (z) F(x) — G(x) F' Gell m ceps ni) 


Hier ist k, = 1. 


Wir fragen nun ob die Grössen å, so gewählt werden können, dass 


9 
(94).... pi са 
und 
(95).... MH 20 
n 


Wir bekamen dann 


Cn+1 Cn — Ci C1 = Å (2n + 1) w? 
oder 
Cn+1 Cn — G Co = (п + 1? — 1] 27 må 
oder 
Cati Са == dp (3н. 9) (3044) 0? ....(96) 


Aus dieser Gleichung erhalt man ferner 


Cn+1 (89+ 2) (n + 4) 
Gta (Ən — 1) (8n 4 1) 


oder 


| (3n+2)(3n+4)] [(8n —4) (8n — 2) 5. 7 
E om E aos BIG 


wenn n ungerade ist. 
Ist dagegen n gerade, bekommt man 


(3n+2) (3n+4)] [8n—4)(8n-2)] |... ВИО 
ОЗА 2 EM Des г JE 


Kn lässt sich endlich aus (94) bestimmen, wenn c, bestimmt ist. 


Setzt man 


gilt die Gleichung (94) für n = 0 und n = 1. 


22 AXEL THUE. 


M.-N. Kl. 


Wir bekommen hier auch 
P, (e) = E, GE P, (2) 


Ferner gilt die Gleichung (96) für n = 0 und n = 1, und endlich 
(95) für » — 1. Wir wollen nun beweisen, dass die genannten Formeln 
auch für alle anderen ganzen positiven Werte von n gelten. 

Indem wir voraussetzen, dass (95) wo A, durch (94) bestimmt ist, 
richtig ist, wenn n X m, so brauchen wir nur zu zeigen, dass (95) auch 
richtig wird für n = m + 1. Die Grösse km+1, aus der man P, + und 
Qm+2 und hierdurch auch Cm+2 bestimmt, ist so gewählt, dass sie die 
Gleichung (94) befriedigen. 

Aus (93) erhált man dann 


S — 25227 ar! F2(a) — [o] G2 (z) = 2o Ua) [G'(z) F(a) — G (x) Е (а) 
m --1 


oder infolge der Gleichung (89) 


Cm+2 — Ст __ эт 
а 


S К а 
Hiermit ist unsere Behauptung bewiesen. 


-Durch die obenstehende Wahl von G(x) wird ferner die Gleichung 
(50) befriedigt. 


Denn aus (78) und (79) ergibt sich, indem wir hier erinnern, dass 


k, nicht gleich eins ist, sondern gleich = 
w 


U ei [o F" (e) U’ (e) + 2w (G' (0) kow — 2U' (e) Е'(о))] = 
= Ule)w [G (e) — 3U'() F'(9] = o [å U'(0 G() — 3U' (e) UO) F” (0) 
= 3wU' (e) [4 G (9) — Р, (0)] = 0 


Da die Gleichungen (25) und (26) hier für n = 1 gelten, müssen sie 
folglich auch gelten für alle anderen positiven ganzen Zahlen m. 
| Werden also die Grössen A, auf die obenstehende Weise bestimmt, 
so werden somit die durch die Gleichung (90) definierten Funktionen 
Е,(%) ganze Funktionen. 


Durch Anwendung der Gleichungen (94) und (96) auf z. B. die Glei- 
chung (91) erhält man 


15 03 (3n + 2) (8n + 4) Å _ 2n+1 


өн) = V= o Ga) Р, (а) — FA) P, (o) 


Cn 4-1 Cn 
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Setzen wir 


ere (nt) 


Co Cy Es oiv ° Cn 


fax) = 


Jeana, P,, (2) == ө, P, (x) 


qx) = 0, On (ac) 

y (z) = 0, R, (x) 
so erhalten wir schliesslich aus der obenstehenden Gleichung, nachdem 
man sie mit 


OO Meee (8n + 1) 
Co Cy a oe © € « Cn—1 


multizipliziert hat, den wichtigen Satz: 


Ze о (3n + 2) p, 11 (x x) = SE 


G (z) p, (x) — (3n + 1) F'2(a) p,,_, (2) 
So (8n + 2), (2) = er G(x) q, (2) — (3n + 1) F2@)q,_,(@) 


2550100) 
F а) |? 


mtl gør +) 2 
) — о)? 


Т 


ag w (8n + 2) r, ‚(0 


OP, (a) — 4, (a) = bots 7, () 


о w ші 66 durch (66) und (67) definiert sind. 
Рр, und q, (z) sind beide vom Grade 3m + 1. 


Wir wollen dieses Hauptresultat auch durch andere Betrachtungen 


entwickeln. 
Wir wollen jedoch zuerst die Funktion д, in (63) und (64) herleiten. 


9. Indem 
Cn Pr +1(0) = — «(e Palo) od c (101) 


wo ó, (z) vom Grade 2 ist, braucht man, um dn(%) zu finden, nur P4(e) und 
P; (e) zu bestimmen. 


Aus den Gleichungen 


ЖЕ On Kä (a= mora Ra 
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ОР, e le = (a —g)" *' [(Qn+ 3) (2n + 2) Вл, + 2 (2n 8) (10) Rrapi + (2—0) Rn 
bekommen wir nach (62) 
= Pap œ) Qn (z) + Py (x) Qn 419) = da Fatt = 


== (eo). |. 1 (x) Fo) E (a) ((2n Se 3) (2 n+ 2) En SR 1(е) t2 (2n SF 3) (а. о) Ба E (ac) + (а= о)? Ei 


oder 
Pr, 1(0) Rule) — (2n+ 3) (2n+2) Rn +10) Pale) = de [POP E | 


oder nach (90), (91) und (101) 


fore dies ; ko | уг? R,(e) ҒҒ (e) "To 
9,0)” = DEORA [en das ncn) Een Go) + d F” (o) 
Nach (94) und (96) ist aber 
kn n = m Í со 
7 _ 4 CO AT 
mn tt Зо (Ən + 2)(8n + 4) 
oder 
y es 3 2 2 Ш: (о) [ 
0,(0) = |(2n-- 1) du — $ w? (2n + 2) (8n + 2) (3n + 4) "Gi Е (0): = 


= (2n + 1) dn (30 — a) + å o (n + 1) (8n + 2) (3n + 4) [6ax* — 9ba: — 4a*] 
oder 


= [8 (2n + 1) da + 9wa (n + 1) (8n + 2) (3n + 4] z* — [27 wb (n+ 1)(8n + 2) (8n + 4] x 
— a [(2n + 1) d, + бао (n + 1) (8n + 2) (8n + 4)] 
Nach (65) muss folglich 


dn = — 9wa (п + 1) (8n + 4) Du 
oder 


la = — å w (n + 1) (8n + 4) [2U(0) + 3nx: U’ (&)] 


Е 
A 


1908. No. 6. ÜBER RATIONALE ANNAHERUNGSWERTE. 25 


10. Wir haben 
Qu + 1(%) Ро) — Qn (x PR. (e) = (8,7 + tn) T e) cee LOD) 
dw ı(®) DIE — Q, (z Paal (ac) == hye Ee te) .... (106) 


WO Sn, іп und d, nur Funktionen von m sind. 


Man sieht gleich ein, dass 
da = 3 (m + 1)5, 5:0 10% 


Aus (105) und (106) erhalt man 


[Qn41 P. — On Ps An == [Qn +: Р, — Os 72071 [Sn x + tn] 


oder 


Pr [dn Quai — (Sn 1 + tn) Qn +1] = Qu [dn Pu — (82 + tn) Pasos] 
oder 


C, (x) P, (9) ==. Pasi (x) — (8,0 -- tn) D (a) ries ad (108) 
Cu (z) Qn (о) = da On +1 (2) -- (Sn 2 + tn) On + 1 (0) xen (109) 


wo der Grad von C,(x) nicht grösser als 2 sein kann. 
Es gilt nun, Sn, tn und C, zu bestimmen. 
Aus den Gleichungen 


o D, (z) — Q, (2) = 0) р, (ac) 
e, G) Qrp = (x—o)" [EnF 3) R, 41 (2) + (8-0) Rapi) 


erhält man 


Qu 41 (2) Pala) — QuG) Рі) = (sz + tn) F^ 0) = 


= (a —oy" * [Rato P, 41 (z) —(@—@) (21 + 3) R, 4-1 (0) + (10) En +1(@)| P,,(2)] 


oder 
R, (9) Pa +11e) = [sno + 15] [Ep > 
[F (0)]"" Role) | E Kost Kn] G ot 1(g) (G (о) Pi e) + nG' (o) һе) 
[а 1 27. 670) 
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oder 
В.) dM $ 
Sn 0 + fy = F (0) GU) [G (9) P (9) + nG” (0) Р, (0)] 
oder 
| ; 3n + 4 5 
(110)... sua 4 ta = PIE pe) Oe) = – Gul 
oder 
Sn = —3(8n+ 4) ao 
tn = —$(8n+ 4) bo 


Wir wollen endlich Q,(x) bestimmen. 
Aus z. B. (108) ergibt sich 


C, (о) P, (e) == dn P, О) = (Sno — tn) PO 


Indem wir die oben gefundenen Werte von Pale), Pn+1(2) und Pay 110) 


erinnern, erhalten wir somit 


Fo 


C, (o) Ë oe E sn a" e P. aye Ë a, 


а" o| 


(ky... kn) G” (e) 


Ser (Sng =F d D (9) [en dE 3) (2n E 2) [F (ә)? Rolo) P,(¢) 


kn hin 41 G (о) 


A ire] 


oder 
1 ы Е" (9)]? 
Cale = — === (9 3 2) [Sn М A 
brt ) (2n + 2) [sne + tn] G (9) 
d U' (9) 
Е me (2n + 8) (n + 1) (8n + Ho F' 
oder 


Ол(ә) = Tha (n + 1) (2n + 3) (8n + 4) F” (ә) 
oder endlich 


(n + 1) (2n + 3) 
kn i 


DENG) = (2ax + 3b) Pax) — 6 (п + Da Pay 1 (60) | 


КӨШЕТІ, 


(mt 1) (274+ 8) A 
ARE 20,(е) = (2ax + 30) Qn 4169) — 6 (m+ Da OE | 
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11. Wir wollen schliesslich einen neuen Beweis für die Richtigkeit 
der Gleichungen (90), (91) und (92) geben. Wir brauchen nur zu zeigen, 
wie man die Gleichungen (85), (86), (87) und (88) generalisieren kann. 

Wenn P, Он und c, durch die Gleichungen (91), (92) und (61) defi- 

7 niert sind, bekommt man 


NN 


P, + (z) Qn (x) = Py (z) Qn +1(%) = w U(x) que С?) (Geo (112) 
Z Par) Quia (4) — P. a (0) Qu.) — (ААЛЫ (2) ^ (Z) ye a QUE) 
7 oder 
7 Cnt F[Parı Qn — Pa Quai] = OU [Parr Qu41 — Pati Qu] 
' 
5 oder 
3 Р, +: [Cn+1 FQ. — Оа] = Quai [Cn41 FP, — OUP 41] 
oder | 
w U (о) P, r = Tn+1 Q0 Р, +100 F On L1 Fix) P, (90) St (114) 
e Uta) Q, 416€) = Tr Qui + 0,44 Fin Q,G) OLI) 


Aus den Gleichungen 


МРСИ TENIA TS www елар rk 


TIU QT NES не. å Eer 
E E 17) 
о0Р, +1 = Т,+1 Р,+: + Cn41 ЕР, i LEE IS 
Baa k, GP, — F? Pa e 119) 
PE GP SP, 2... (120) 


erhalten wir 
аер (GUT. = Tass) + eU) = ва F] T enka FP ӘПЕР (Tuts = To) кз} = 
ls. (G EL ut) ЕЕ Па” = EE cna F) ДЇ? 


= n—2 


Dieser Gleichung wird aber genügt, wenn 
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k, [G 00 (Ly 60 — T, 4.169) + @ U 60 9 60] = [ent Cni] Ar EE) 


G (2) [Kn (p. = ЛЕ Caci] — 2w U (z) Г”о) = Бел (22) — T, + (2)] IMEI ooo (122) 


Wird die Funktion T,(x) durch die Gleichung 


T, (1) = B. l oU’ ta) os 
und c, und k, durch die Gleichungen 
pees GC 1 , 
SE Cn—1 21 Es 
® == oF € = $0 


definiert, so gelten, wie man wegen (77) und (78) gleich sieht, die Glei- 
chungen (121) und (122). 


Wegen der Gleichungen (85) (86) (87), (88) bekommt man dann 
folglich 


Dia P, +1 (z) = ium PRO Tert po D, (2) Bap 


2 


D dad = Pt ub Quee Бы... (5) 


Aus diesen zwei Gleichungen findet man durch Elimination von U’ (а) 
die Gleichung (61) oder man erhält die erste Definition von Cm. 
Man erhält hieraus auch die Hauptgleichungen (91) und (92). 
E Ек. 
Es sei nun т en Annáherungswert von o, indem k und h zwei rela- 


tive Primzahlen sind, während 


k — hg = = 


Setzen wir in (100) z = a so bekommt man 


h 


ENE E 0,0% (196) 


POI ee 


AO SENG, 


AVR W LT 


2 
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Bee E PLE) sha 
y (k, h) >= Qu (+) pent 
Cn (kh) = Ra (4) һ" 


A, und B, werden in Bezug auf k und h homogene Funktionen vom 
Grade 3n +1 und C, eine homogene Funktion vom Grade m. 

Wir können eine solche ganze Zahl Y und eine solche von n unab- 
hängige ganze positive Zahl Z finden, dass sämtliche Koeffizienten von 
YA, und YB, in (126) ganze Zahlen werden, während der absolute 
Betrag jeder dieser Koeffizienten und von den Koeffizienten von YR, 
kleiner als Z" werden. Die Richtigkeit hiervon leuchtet gleich ein, wenn 
man durch successive Anwendungen der drei ersten Gleichungen in (100) 
Reihenentwicklungen in @@ und F*(%) für på), q(x) und ræ) ent- 
wickelt hat. 

Wir bemerken zuletzt, dass die Gleichung (126) seine Gültigkeit 
bewährt für alle Werte der Koeffizienten von F. 


Nordstrand, d. 30. Januar 1908. 


Axel Thue. 


Gedruckt 2o. Decbr. 1908 — 3. Febr. 1909. 


